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Resumen.

Este trabajo versa sobre los grupos finitos y sus representaciones. Es importante destacar
que en todo el trabajo al referirnos a grupo nos referimos a un conjunto finito en el cual
se definird una operacién que debe cumplir unos condicionantes, al igual que en los grupos
algebraicos propiamente dichos. En los grupos finitos se deben cumplir y respetar las mismas
propiedades que en los grupos en general.

Un problema fundamental de la teoria es determinar todas las representaciones de dimen-
sion finita de un grupo dado G, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K. Este problema no
solo es interesante en si mismo, y por sus aplicaciones en otros campos, sino que es importante
para entender la estructura interna del grupo G. Las posibles soluciones de estos problemas se
encuadran en dos casos radicalmente diferentes: cuando la caracteristica es cero o no divide al
orden del grupo G, y cuando la caracteristica divide al orden de G.

En el primer caso, toda representacién es completamente reducible, esto es, es suma direc-
ta de representaciones irreducibles; donde la cantidad de rpresentaciones irreducibles es igual
a la cantidad de clases de conjugaciéon del grupo G, y las dimensiones de las representaciones
irreducibles dividen al orden del grupo. Sin embargo, el problema de describir explicitamente
todas las representaciones irreducibles del grupo fijo G es mucho mas complicado en cada caso
particular.

En el segundo caso, es decir, cuando la caracteristica del cuerpo divide al orden del grupo, hay
representaciones que no son completamente reducibles y la teoria es mas compleja.
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Introduccion.

Hasta el siglo XIX no se tenia claro el concepto de grupo abstracto. Los comienzos llegaron
de la mano de Gauss con varios grupos, pero hasta el ano 1896 no se introdujo la Teoria de
Representaciones en el mundo de las matematicas. El gran pionero fue Georg Ferdinand Fro-
benious, quién se centré en el estudio de caracteres de grupos finitos (en particular, grupos no
abelianos). Otros nombres a destacar son Hermann Weyl, Michael Artin e Isaai Schur, quienes
desarrollaron importantes resultados posteriormente.

Durante el siglo XX se sigui6 profundizando en esta rama algebraica que consiste en la descrip-
cion de un grupo (en general, no necesariamente finito) como grupo concreto de transforma-
ciones (o grupo de automorfismos) de un cierto objeto matemaético, obteniendo de esta forma
resultados muy significativos sobre cuerpos algebraicamente cerrados. Durante este siglo se han
obtenido, a su vez, importantes resultados en las relaciones de ortogonalidad en los caracteres
de grupos; estos resultados se extendieron a otros objetos y se usaron para definir las represen-
taciones de dlgebras definidas sobre un cuerpo K.
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Capitulo 1

Conceptos basicos.

1.1. Grupos.
Comencemos por definir el concepto de grupo:

Definicion 1.1.1 Un grupo es un conjunto no vacio G en el que estd definida una operacion
que toma dos elementos a,b € G y nos devuelve otro elemento ab € G

GxG—=G

que escribiremos
(a,b) — ab

tal que:

1. (ab)e = a(bc) para cada terna de elementos a,b y ¢ de G. Se dice que la operacion es
asociativa.

2. Existe un elemento u € G tal que

ua = a = au

para todos los elementos a de G. A este elemento le llamaremos elemento neutro o ele-
mento identidad.

3. Para cada elemento a € G existe v € G tal que
ar =u = xa
A este elemento le llamaremos inverso de a.
Diremos que ab es el producto de a por b.
Como ejemplos de grupos (infinitos) podemos citar los conjuntos Z,Q,R y C con la suma
usual. Otro ejemplo lo podemos tomar escogiendo un conjunto X no vacio compuesto por las
aplicaciones X — X que son biyectivas, este es un grupo con la operacién composicion de

aplicaciones.

Definicion 1.1.2 Se dice que un grupo G es abeliano st ab = ba para cada par de elementos
a,bed.
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Sobre los grupos abelianos es importante enunciar que todo grupo formado por dos elementos
es abeliano, pues si u es el elemento neutro y a # u es el elemento restante,

uuU = uu

aa = aa

au = u = ua

Definicion 1.1.3 El numero de elementos de un grupo G se llama orden de G y se denota
como o(G). Si o(G) es finito, entonces se dice que G es un grupo finito.

1.2. Subgrupos.

En este apartado se definira el concepto de subgrupo, y como caracterizarlo, y se enunciaran
dos importantes operaciones con subgrupos: la interseccion de varios subgrupos y el producto
de dos subgrupos.

Definicion 1.2.1 Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo de G si, con la
misma operacion de G, H es un grupo.

Proposicion 1.2.1 Podemos afirmar que un conjunto no vacio H es un subgrupo de G si y
solo si:

1. Vey,ye H —waxye H
2. 1g € H, siendo 1g el elemento neutro de G

3. YreH—z'leH

La siguiente proposicion puede ser muy util para caracterizar subgrupos:
Proposicion 1.2.2 Un subconjunto no vacio H es un subgrupo de G st y solo si:
Ve,ye H—ay '€ H

Trivialmente se tiene que G es subgrupo de G y 14 es también subgrupo de G. Estos subgrupos
se llaman impropios.

Interseccién de subgrupos.

Proposicion 1.2.3 La interseccion de una cantidad cualquiera de subgrupos de G, es otro
subgrupo.

Demostracion: Sea A # () un conjunto cualquiera y sea {Hy} cp una familia de subgrupos de
G. Entonces,
T,y € MeaHy — x,y € Hy,VAE A —

— xy_l € Hy,VAeA— xy_l € MaeaH).

En particular, dados H, K subgrupos de G, se tendra que H N K es subgrupo de G.
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Producto de dos subgrupos.

Dados dos subconjuntos no vacios H y K de un grupo G, el conjunto
HK ={g=au|x € Hue K}

de todos los resultados de operar un elemento de H con otro de K, se nombra como el producto
de H por K.

Suponiendo que H y K sean subgrupos, en general HK no va a ser otro subgrupo.

Vamos a desarrollar una de las condiciones suficientes para que H K sea subgrupo, y vamos a
senalar una propiedad que pose¢ HK en caso de ser subgrupo.

Proposicion 1.2.4 Si H y K son subgrupos de un grupo abeliano G, se cumple que HK es
otro subgrupo de G.

Demostracion: Sea g = xu, h = yv, donde x,y € H y u,v € K, dos elementos de H K. Entonces,
aplicando las propiedades asociativa y conmutativa, tenemos

gh™ = (2u)(yo) ™" = (2u) 0"y ™) = (ay ™)) € HE
porque, al tratarse de subgrupos, sabemos que
rye H—aoy'le HweK —sw'eK
A su vez, la relacion gh™! € HK implica que HK es subgrupo. [ |

Proposicion 1.2.5 Supongamos dos subgrupos H y K de G tales que HK también sea sub-
grupo. Sea L un tercer subgrupo. Entonces,

1. HUK C HK.
2. HUKCL—HKCL.

Demostracion:

1. Todo elemento x € H se puede escribir de la forma e, con e € K (recordemos que e
representa el elemento neutro), luego x € HK. Igualmente, si u € K escribiendo u = eu
con e € H, vemos que u € HK. Asi HK contiene a H y contiene a K, y, por ello,

HUKCHK

2. Sea L un subgrupo tal que H U K C L. Dado un elemento g € HK, se tendra g = zu,
donde x € H y u € K. Como los dos factores pertenecen a H U K, pertenecerdn a L.
Siendo L subgrupo, su producto también. Asi queda probado que HK C L.

|
Esta proposicion significa que si H K es subgrupo, tiene la propiedad de ser el minimo subgrupo
(para la relacion de contenido) que contiene a la union.

Subgrupo generado.

Definicion 1.2.2 Si S es un subconjunto no vacio de un grupo G, el conjunto
(S)y ={st*...s" :neNs; €S h€Z1<i<n}
es un subgrupo de G que contiene a S, llamado subgrupo generado por S.
Un caso particular y muy importante es aquel en que S = {a} para algin a € G. Obviamente
(a) = {d": k €7}
y se le llama subgrupo generado por a.

Definicion 1.2.3 Un subconjunto no vacio S de un grupo G se llama sistema generador de G

si G = (S)
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Conjunto conjugado.

S1 .S es un subconjunto no vacio de un grupo G 'y a € G, se llama conjugado de S por a al
conjunto

S*={a'ra : v €S}
Este conjunto tiene las siguientes propiedades que pasaremos a enunciar:
1. S — 8% : z+ a'za es biyectiva.
2. (§%)b = 5% para cualesquiera a,b € G.
3. §=41
4. Si S es subgrupo de G, tambien lo es S®.

5. 515 CT, entonces S* C T“.

Normalizador.

Si S es un subconjunto no vacio de un grupo G, se llama normalizador de S en G a
Ng(S)={a€eG: 5*=S5}

que es un subgrupo de G.

1.3. Orden de un elemento.
Sea a un elemento de un grupo G de orden g y consideremos la sucesion de potencias de a
lg,a,a%,a®, ...

todas las cuales son, por supuesto, elementos de G. Como G es finito, estos elementos no pueden
ser todos distintos, debemos tener la igualdad:

lo que demuestra que en un grupo finito cada elemento tiene alguna potencia igual al elemento
unidad.

h

Definicion 1.3.1 El menor entero positivo h, para el que a" es igual al elemento unidad se

llama orden de a.

De modo que si h es el orden de a entonces a” = 15, mientras que a* # 1g cuando 0 < z < h.
Ademas, si m es multiplo de h, es decir m = hq, tenemos que:

a™ = (") =14 = 1¢
Si a es de orden h, entonces a™ = 14 si y solo si, m es multiplo de h.

Las siguientes propiedades, referentes al orden de un elemento, son de uso frecuente:



1.4. GRUPOS CICLICOS. 11

1. El tinico elemento de orden 1 es el elemnto unidad.
2. Los elementos a y a~! tienen siempre el mismo orden.

3. Si b= p lap, en donde p es un elemento arbitrario, entonces a y b son del mismo orden.
Porque
b* = (p~lap)(p~tap) = p~talgap = p~'a®p
y, en general,
bk — p—lakp

de modo que si a* = 14, tenemos b* = p~'1gp = 1, y reciprocamente.

1.4. Grupos ciclicos.

Definicion 1.4.1 Se llama grupo ciclico aquel cuyos elementos pueden expresarse por las po-
tencias de uno solo de ellos.

La forma general de un grupo ciclico G' de orden c es:
G={lg, a,d* ... ,a "}

en donde ¢ es el menor entero positivo que verifica la igualdad a® = 15. Y decimos que a genera
el grupo G o que es el elemento generador del grupo.

El orden de un grupo ciclico es igual al del elemento generador; reciprocamente, si un grupo
de orden ¢ contiene un elemento también de orden ¢, entonces el grupo es ciclico. El elemento
generador no estd univocamente determinado; en efecto, si e es un entero cualquiera primo con
cy 0 < e < c, entonces se puede tomar a® por elemento generador del grupo.

Todos los grupos ciclicos del mismo orden son isomorfos como se ve haciendo que se correspon-
dan sus elementos generadores; en efecto, existe un grupo ciclico (abstracto) y solo uno para
cada orden dado.

Proposicion 1.4.1 Todos los grupos ciclicos son abelianos.

Demostracion: Sea G = (a) un grupo ciclico. Dados x,y € G, seran x = a*, y = a!, para ciertos

enteros k y [. Por lo tanto

Ty = CLk+l = yxr

lo que implica que G es abeliano. [ |

1.5. Coclases, indice de un grupo y Teorema de Lagran-
ge.

Definicion 1.5.1 Sea H un subgrupo de un grupo G, y sea x un elemento de G. El subconjunto
de G formado por los productos hx (h € H) se denomina coclase derecha de H en G y se denota
por Hx. La coclase izquierda de H en G, xH, se define de forma similar.

Definicion 1.5.2 El nimero de las distintas coclases derechas de H se llama indice de H en
G y se denota por |G : H]
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Para cada subconjunto S de G, S~! sera el conjunto de los elementos inversos de S:
St={s1:5€8}

Si S es una coclase derecha de H , entonces S = Hx para algin z € G. La inversa de un
elemento de hx de S es 7 1h™!, asi que S™! coincide con la coclase izquierda ' H. De igual
forma (yH) ' = Hy !. Asi que, el nimero de las distintas coclases derechas de H es igual al
numero de las distintas coclases izquierdas de H.

Podriamos haber definido el indice usando las coclases izquierdas de igual manera.

A continuacién se enunciaran las propiedades béasicas de las coclases:
Sea H un subgrupo de G,

1. Todo elemento g € GG esta contenido en una y solo una coclase de H. Esta coclase es Hg.
2. Dos coclases distintas de H no tienen elementos comunes.
3. El grupo G esta particionado en una unién disjunta de coclases de H.

4. La funcién h — hx tiene una correspondencia uno-a-uno entre los elementos del conjunto
H y los de la coclase Hz. Al tratarse H de un subgrupo finito cada coclase de H tiene el
mismo numero de elementos que H.

5. Dos elementos z,y € G estan contenidos en la misma coclase de H si y solo si zy~! € H.
Pasemos ahora a enunciar y demostrar el Teorema de Lagrange:

Teorema 1.5.1 (Teorema de Lagrange) Sean G un grupo y H un subgrupo de G, tenemos
que o(G) = o(H) - |G : H|. En particular, el orden de H y el indice de H en G dividen al orden
de G.

Demostracion: Utilizando las propiedades béasicas de las coclases, en concreto por 3) y 4), el
conjunto G esta particionado en una uniéon disjunta de [G : H] conjuntos que contienen, cada
uno, o(H) elementos. Contando el niimero de elementos en G, obtenemos que:

o(G)=0(H) - [G: H].

El teorema de Lagrange implica los siguientes corolarios que no demostraremos:

Corolario 1.5.1 Fl orden de un elemento de un grupo finito G divide a o(G).

Corolario 1.5.2 Si el orden de un grupo finito G es n, entonces todo elemento x € G satisface
" = 1(;.

1.6. Subgrupos normales. Grupo cociente.

1.6.1. Subgrupos normales.

Dado un grupo G y un subgrupo H de G, formaremos un nuevo grupo cuyos elementos
son las clases laterales izquierdas de H en (. Estos subgrupos los denominaremos subgrupos
normales y su definicién es:
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Definicion 1.6.1 Sea G un grupo. Un subgrupo H de G es un subgrupo normal st
ghg ' €e HVge G,he H
Si H es un subgrupo normal de G se representa como H <4 G.

Teorema 1.6.1 St G es un grupo abeliano y H es un subgrupo de G, entonces H es un subgrupo
normal de G.

Demostracion: Como G es abeliano, ghg™! = hgg™' = h € H para todo g € G y todo h € H,
luego H < G. |

Sea GG un grupo. Sea H < (G. Recordemos que, para g € G, las clases laterales izquierda y
derecha son, respectivamente,

gH ={gh : he H}
Hg=1{hg : he H}
Para un subgrupo normal estas clases son iguales pues si h € H, entonces ghg~' € H, luego
ghg™! = h; para algin h; € H, luego gh = hyg. Esto muestra que gH = Hg.
Notar también que gH = H g significa que para cada h € H hay h; € H tal que gh = gh;.
Lo anterior no ocurre cuando H no es subgrupo normal.

1.6.2. Grupo cociente.

Sea H < G (no usamos un simbolo especial para la operacion). Denotamos por G/H el
conjunto de las clases laterales izquierdas de H en G, es decir

G/H ={gH : g€ G}

Observar que gH = Hg pues H es un subgrupo normal. Definiremos una operaciéon en este
conjunto de clases.

Teorema 1.6.2 Sea H < G. Dados a,b € G sea
(aH)(bH) = (ab)H
FEsto define una operacion en G/H.

Demostracion: Si aH = cH y bH = dH, queremos probar que (ab)H = (cd)H. Como a € aH =
cH, entonces a = chq, algin hy € H. De b € bH = dH obtenemos b = dho, algin hy, € H. Ahora
ab = chydhy y ya que dH = Hd, hay hs € H tal que hid = dhg, luego chidhs = cdhzhs = cdhy,
donde hy = hshs. Tenemos entonces que ab = cdhy y por lo tanto (ab)H = (cdhy)H = (cd)H. B

Sea H < G. El conjunto G/H es un grupo con la operacion

(aH)(bH) = (ab)H

1.7. Homomorfismos de grupos.

Definicion 1.7.1 Sean G y G grupos, y sea [ : G1 — G5 una aplicacion entre ellos. Se dice
que f es un homomorfismo de grupos si

fley) = f(x)f(y)



14 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS.

Un homomorfismo inyectivo recibe el nombre de monomorfismo; un homomorfismo suprayectivo
recibe el nombre de epimorfismo; un homomorfismo biyectivo recibe el nombre de isomorfismo;
y un isomorfismo de G en si mismo es un automorfismo.

Si existe un isomorfismo entre Gy y Go se dice que ambos grupos son isomorfos.

Proposicion 1.7.1 Sean G y H grupos, y sea f : G — H un homomorfismo entre ellos.
Entonces, para todo x,y € G

flay™) = f(z)f(y)™
fly e) = fly) " flz)

Demostracion: Utilizando que f es un homomorfismo,

flay™) f(y) = f(zy™y) = f(z)

v basta componer con f(y)~! por la derecha. La demostracion de la segunda igualdad es anéloga.
|

Proposicion 1.7.2 Sean G y H grupos, y sea f : G — H un homomorfismo entre ellos.
Entonces,

1. f(le) = 1n
2.f(g7")=fl9) " Vge@

Demostracion: Para 1) basta aplicar la proposicion anterior al caso = y. Para 2) basta aplicar
la proposiciéon anterior al caso z = 1g, y = g¢. |

Definicion 1.7.2 Sean G y H grupos, y sea f : G — H un homomorfismo entre ellos. Se
llaman nicleo e imagen de f a los conjuntos:

ker f={g€ G : f(g) =1la}
imf={heH :3g€G: f(g) =h}

Es importante indicar que el nucleo de f es un subgrupo de GG, mientras que la imagen de f es
un subgrupo de H.

Proposicion 1.7.3 Sean G y H grupos, y f : G — H un homomorfismo. Si G es abeliano,
f(G) es abeliano.

Demostracion:

f@)f(y) = flzy) = f(yx) = f(y)f(x)

1.7.1. Teorema de Cayley.

Este teorema afirma que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de un grupo S,, para
algin natural n. Primero a cada elemento de un grupo G le asociaremos una funciéon biyectiva.

Teorema 1.7.1 Dado un conjunto no vacio X, el conjunto S, de todas las funciones biyectivas
de X en X es un grupo con la operacion o de composicion de funciones.

La demostracion es trivial usando las condiciones que debe cumplir un grupo.
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Teorema 1.7.2 Dado un grupo G,

1. Para cada g € G la funcion oy : G — G, oy(x) = gz es biyectiva.

-1

2. La funcidn inversa de oy es o .

3. Dados a,b € G, a,oap = fu.

4. El conjunto {og : g € G} es un grupo de Sg con la operacion composicion.

Teorema 1.7.3 (Teorema de Cayley.) Si G es un grupo finito de orden n, entonces G es
wsomorfo a un subgrupo del grupo simétrico S,,.

Demostracion: La funcién a : G — Sg, a(g) = a4 es un homomorfismo. Si g € ker a, entonces
a(g) es la identidad de Sg, luego oy(z) = gx = z, todo z € G, de donde g = 1. Asi a es
inyectiva y G es isomorfo con a(G), que es un subgrupo de Sg.

Ahora si G es un grupo de orden n veremos que Sg es isomorfo con S,,. Si o(G) = n, entonces
existe una funcion biyectiva 8 : G — N,, y también 7' : N, — G es biyectiva. Dado o € S,,,
la funcion 371 oo o : G — G es una biyeccion y la funcion S,, — Sg : 60— S toocoB esun
isomorfismo. |

1.7.2. Factorizacion de homomorfismos.

Sean G y G’ grupos arbitrarios y ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos. Sea H un
subgrupo de ker(y); observar que H es subgrupo normal de G porque el niicleo es normal.
Sea m : G — G/H la proyeccion al cociente.Entonces existe un inico homomorfismo de grupos
¥ : G/H — G’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

Es decir, para todo € G dicho homomorfismo cumple que ¢(x) = p(7(x)).

Demostracion: Existencia. Sea ¢ : G/H — G’ la aplicacion dada por T — ¢(z). Esta bién
definida porque si T = ¥, entonces 1 = Ty !, con lo cual zy™' € H C ker(p). Por lo tan-
to o(zy~') = 1, y entonces p(z) = o(y). Ademés, define un homomorfismo porque @(7y) =
o(zy) = p(z)e(y) = 2(T)@(y). Para ver que hace conmutar el diagrama, notar que para todo
z € G se cumple p(z) = B(T) = p(m(x)).

Unicidad. Para la unicidad, basta observar que la manera en que fue definido el homomorfismo
© es la tnica manera de definirlo de tal manera que conmute con el diagrama. Es decir, si se
tiene un homomorfismo ¥ que conmuta con el diagrama, ¥ (Z) = p(z) para todo x € G,y
entonces Y = . |

1.7.3. Teoremas de isomorfia.
Primer teorema de isomorfia.

Teorema 1.7.4 Sean G y G' grupos arbitrarios y sea ¢ : G — G' Un homomorfismo de grupos.
Entonces G /ker(p) ~ im(p).
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El simbolo ~ indica que los dos elementos son isomorfos.

Demostracion: Usando la factorizacion de homomorfismos de grupos sobre el niicleo ker(y),
se tiene que existe un tnico homomorfismo @ : G/ker(p) — G’ tal que p =@ - 7.

Si consideramos dicho homomorfismo @ restringiendo su dominio a im(p) tendriamos un epi-
morfismo, porque por definicion de la imagen, para todo y € im(yp) existe un x € G tal que

o(x) =y, y por lo tanto B(T) = y.

Ademas, es un monomorfismo, porque @(Z) = ¢(z). Entonces si, p(z) = 0 se tiene que
x € ker(y), con lo cual T = 0.
Asi, B : G/ker(p) — im(p) resulta un isomorfismo. |

Segundo teorema de isomorfia.

Teorema 1.7.5 Sean N y H subgrupos normales de un grupo G, tales que N C H. Entonces
H/N<G/N y
(G/N)/(H/N) ~G/H

Demostracion: Consideramos la aplicacion
f:G/N—G/H:aN — aH

que sabemos que esta bien definida, pues si aN = b, entonces a='b € N C H, por lo que
aH = bH.

Como f((aN)(bN)) = f(abN) = abH = (aH)(bH) = f(aN)f(bN), f es homomorfismo.

Cada aH € G/H es aH = f(aN), luego f es sobreyectiva. Finalmente aN € ker(f) si y solo si
aH = f(aN) = H, esto es,

ker(f)={aN € G/N : a€ H} = H/N
Como f es un homomorfismo de gupos, aplicando el primer teorema de isomorfia tenemos que

(G/N)/ker(f) ~im(f)
esto es,

(G/N)/(H/N) =~ G/H

Tercer teorema de isomorfia.

Teorema 1.7.6 Sean G un grupo y S, T subgrupos de G. Sea S un subgrupo normal de G.
Entonces se tiene que ST/S =T/(SNT).

Demostracion: Para empezar, se debe verificar que las expresiones del enunciado estan bién
definidas. Por un lado ST es subgrupo de GG porque S es normal en GG. Teniendo esto en cuenta
se cumple también que S es subgrupo normal de ST, por que dado cualquier x € ST, en
particular z € G, y por lo tanto 2Sx~! = S. Por tiltimo S NT es subgrupo normal de T'. Para
ello, dados t € T'y s € SNT, se debe ver que tst~! € SNT. En efecto, tst~! = S porque S es
normal, y estd en T porque todos sus factores lo estan.

Para el isomorfismo, vamos a considerar primero la aplicacion ¢ : T' — ST/S definida por
t — ¢ = 1tS. Se tiene que ¢ es un homomrfismo de grupos porque p(tt') = tt' = p(t)p(t').
Por un lado, ¢ es un epimorfismo. Para ver esto, considerar un elemento stS € ST/S arbitrario.
Por ser S normal, se sabe que st se escribe como ts para algin s € S. Se tiene entonces que
stS =155 =15 = ¢(t).

Por otro lado, el nicleo ker(varphi) es el conjunto {t € T': tS = S}, es decir, TN S.
Resumiendo, ¢ : T'— ST/S es un epimorfismo cuyo nicleo es T'N.S. Por el primer teorema de
isomorfia se concluye entonces que 7/(T'NS) ~ ST/S. |
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1.8. Teorema de estructura de los grupos abelianos fini-
tos.

El teorema de estructura de los grupos abelianos finitos constituye, por su naturaleza, una
primera aproximacion a la clasificacion de los grupos, en nuestro caso de los grupos abelianos
finitos.

Apuntemos que todo grupo ciclico es abeliano, pero no todo grupo abeliano es ciclico, ademas,
los grupos abelianos finitos son producto directo de grupos ciclicos.

Enunciamos a continuacion el teorema de estructura de los grupos abelianos finitos, del cual
omitiremos su demostracion:

Teorema 1.8.1 (Estructura de los Grupos Abelianos Finitos.) Si G es un grupo abe-
liano finito, existen enteros positivos mq,...,m, tales que:

G~Z/mZ x...xZ/m.Z
y cada my; diwvide a m;_q.

Queda claro que o(G) = my...m,. Ademas, los numeros r,my,..., m, son tnicos con esta
propiedad. Se dice que my,...,m, son los coficientes de torsion de G.

Este teorema nos permite calcular el numero de grupos abelianos finitos no isomorfos de un
orden dado.

Pongamos un ejemplo aclarador de aplicacién de este teorema:

Supongamos que deseamos calcular cuantos grupos abelianos no isomorfos existen de orden
200. El teorema de estructura reduce la cuestion a obtener todas las -uplas (r,my, ..., m,) tales
que mq ... m, = 200 con m; divide a m;_1. Asi tenemos que para:

r=1
my = 200
para r = 2:
mq = 100; mg =2
my =40; my =5
m1:20,m2:10
para r = 3:

my =050; mg=2; mg=2
mp =10; mgy =10; mg =2

va no es posible encontrar mas -uplas que cumplan las condiciones del teorema. Por lo tanto
hay 6 grupos abelianos, no isomorfos, de orden 200 que son:

Z/200Z

Z/100Z x Z/27

714007 x 752

Z/20Z x Z/10Z
Z/500Z x Z/2Z x Z/2Z
Z/10Z x ZJ10Z x Z/22

por lo tanto, todos los grupos abelianos de orden 200 son isomorfos a alguno de ellos.
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1.9. Automorfismos de grupos.

Los homomorfismos biyectivos de un grupo G en si mismo se conocen como los automor-
fismos de . Estas funciones conforman un grupo que tiene informacién importante relativa al
grupo G.

1.9.1. Automorfismos interiores.

Veremos la relacion entre los automorfismos de un grupo, sus automorfismos interiores y su
centro.

Si H es un subgrupo de un grupo G, se llama centralizador de H en G a
Co(H)={reG:axr=zxaVac H}

Al centralizador de G en G, simbolizado por Z(G) y llamado centro de G, es un grupo normal
de G el cual esta definido como

Z(G)={x€ G : za=ax,Va € G}
Notese que G es abeliano si y solo si G = Z(G).

Definicion 1.9.1 Sea G un grupo, un automorfismo de G es un homomorfismo biyectivo de
G en st mismo. Sea x € G la funcion definida por

0. G—= G

a— x tax

es un automorfismo de G y se denomina automorfismo interior de G determinado por x.
El conjunto de los automorfismos interiores de G lo denotaremos como Int(G).

Enunciamos ahora la siguiente proposiciéon que nos sera de utilidad para demostrar el préximo
teorema:

Proposicion 1.9.1 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. La aplicacion
¢: Ng(H) = Aut(H) : a— ¢,
es homomorfismo de grupos con imagen Int(H) y nicleo Cq(H).

Teorema 1.9.1 Sea G un grupo, Aut(G) su coleccion de automorfismos y sea Int(G) el con-
gunto de automorfismos interiores de G. Entonces:

1. Aut(Q) es un subgrupo de grupo Sq de funciones biyectivas de G en G.
2. Int(G) < Aut(G)

Demostracion: 1) La primera afirmacion es evidente. 2) Por comodidad, llamando K = Int(G)
se trata de probar, como vimos en la definicién 1.6.1, que:

K' C K, Vf € Aut(G)

Sea pues g € K/. Asi fogo f~! € K, luego existe a € G tal que fogo f~! = ¢,, donde ¢, es
un automorfismo interior, y asi g = f~! o ¢, o f. Entonces, dado z € G y llamando b = f~(a)
se tiene

g(x) = (f7 o da)(f(2)) = [ (af(z)a™") = bab™" = ¢y ()
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por tanto, g = ¢, € K.
Por ultimo, de la proposicion 1.9.1 se deduce que la aplicacion

¢:G— Int(G) a— ¢,
es homomorfismo sobreyectivo con nicleo Z(G), y por ello

G/Z(G) = Int(G)

1.9.2. Accién de un grupo sobre un conjunto.

El concepto de grupo tom6 importancia en la matematica cuando Lagrange y luego Galois
consideraron las sustituciones de las raices de una ecuaciéon polinomial; los patrones de inter-
cambios de las raices aportan informacion sobre la solubilidad de la ecuacion mediante formulas
explicitas. Posteriormente, Felix Klein enfatiz6 la importancia de las simetrias admisibles en
la clasificacion de las geometrias. En los dos casos, los elementos de un grupo aparecen como
transformacion de otros objetos (raices de una ecuacion algebraica; o puntos de un plano) y los
objetos transformados no son menos importantes que las propias transformaciones.

Definicion 1.9.2 Una accion (a la izquierda) de un grupo G sobre un conjunto X es una
funcion ¢ : G x X — X tal que:

1. ¢(g,0(h,x)) = ¢(gh,x) para todo g,h € G, x € X
2. ¢(1g,x) = = para todo x € X.

Se acostumbra a escribir g - x en lugar de ¢(g,x); con esta notacion, las propiedades de una
accion son:

g+ ()= (gh) o

lgrz==z

Definicion 1.9.3 Una accion de grupo define una relacion de equivalencia sobre X: x ~ y si
y solo st x = g -y para algin g € G.

La érbita de z € X bajo la accion de G es la clase de equivalencia de x bajo esta relacion:
Gr={g-zeX :9eG}CX

Una acciéon de un grupo G en un conjunto X se dice que es transitiva si para todo par de
elementos z,y € X existe un g € G tal que g- = = .

Definicion 1.9.4 Sea ¢ : G x X — X una accion de un grupo sobre un conjunto. El subgrupo
estabilizador para un elemento v € X es el subgrupo

G.={9€G:g-z2=2}CG

Proposicion 1.9.2 Dada una accion de un grupo G sobre un conjunto X, el numero de ele-
mentos de la drbita G - x coincide con el indice [G : G,].
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Demostracion: Si h,g € Gy x € X, entonces
g-r=h-c<=>g'h-z=2+=g'heclG, & ¢G, =hG, € G/G,

luego la aplicacion g-x — gG, es una biyeccion de la orbita G - x en el conjunto cociente G/G,.

Por lo tanto o(G - z) = o(G/G,) =[G : G,] |

Definicion 1.9.5 Una accion ¢ : G X X — X es eficaz (o fiel) si el homomorfismo ¢ : G —
Sx es inyectivo. Una accion es eficaz st g - x = x para todo v € X implica g = 14.

Un grupo G también actiia por conjugacion sobre el conjunto de todos sus subgrupos, X =
{H : H C G}. Esta accion esta dada por la formula g - H = gHg™'. La o6rbita de H bajo esta
accion es la familia de subgrupos conjugados de H.

El subgrupo estabilizador de H en este caso es el normalizador de H, definido como:

No(H)={9€G:gHg™" = H}

Se puede observar que Ng(H) es un subgrupo de G, no necesariamente normal, pero H es un
subgrupo normal de él: H < Ng(H).

1.9.3. Teorema de Sylow.

Antes de enunciar los teoremas de Sylow debemos introducir el concepto de p-grupo y el
Teorema de Cauchy.

Definicion 1.9.6 Sea p un numero primo. Un grupo finito G se denomina p-grupo si o(G) =
p", conr €.

Antes de continuar es importante destacar dos resultados que usaremos en la demostracion del
Teorema de Syllow:

1. Congruencia de los puntos fijos. Si G es un p-grupo y GG opera sobre un conjunto finito

X, entonces:
0o(X) = o(Xo)(mod p)

Donde Xy C X es el conjunto de puntos fijos,

Xo ={z € X;Gx ={z}}

2. Congruencia del normalizador. Es un caso particular del resultado anterior. Sea H un
p-subgrupo de un grupo finito GG. Entonces:

IN(H) : H] =[G : H](modp)

Teorema 1.9.2 (Teorema de Cauchy) Sea G un grupo finito de orden n y p un nimero
primo que divide a n. Entonces G tiene un elemento (y por lo tanto un subgrupo) de orden p.

Demostracion: Sea X = {(x1,...,2,) € GP : x;...x, =1}. Si k € Z,, la relacion

k(z1,...,2p) = (Tha1s - - Tp, T1,y - - -, Tg)

1

define una accion de Z, en X. Como Z, es un p-grupo y o(X) = nP~', se tiene que o(Xy) es

multiplo de p, siendo
Xo={(z,...,2) : z € G, 2P =1}
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Dado que X contiene el elemento (1,1,...,1), resulta que G tiene un elemento de orden p. B

Sea GG un grupo finito, ante el problema de estudiar los subgrupos de G es natural empe-
zar con los p-subgrupos, para cada primo p. El conocimiento de estos subgrupos es muy tutil
para determinar la estructura de G.

Con los teoremas de Sylow podremos conocer, si, dado un grupo finito G y un primo p que
divida a o(G), si existen p-subgrupos de cualquier orden permitido por el teorema de Lagrange,
cuantos hay, y que relacion hay entre ellos.

Teorema 1.9.3 (Primer teorema de Sylow) Sea G un grupo finito, p un nimero primo y
r > 0 un numero entero tales que p" divide a o(G). Entonces existen subgrupos Hy, ..., H, de
G tales que o(H;) = p' parai=1,...,r y de modo que H; <« H;\y parai=1,...,7 — 1.

Demostracion: Si r = 1 el resultado es consecuencia directa del teorema de Cauchy. Suponga-
mos pues que r > 2. Entonces existen, por induccion, subgrupos Hy, ..., H,_; de G tales que
o(H;=p'(1<i<r—1)ycon H;normal en H;,; (1 <r <r—2). Como p divide a [G : H, 4],
por la congruencia del normalizador, vemos que p divide a [N(H,_1) : H,_4]. Por el teorema de
Cauchy el grupo cociente N(H,_1)/H,_; tiene un subgrupo H,/H,_; de orden p, o lo que es lo
mismo, H, es un subgrupo de N(H,_1) que contiene a H,_; como subgrupo normal. Como H,
tiene orden p", por el teorema de Lagrange, la demostracion es completa. |

Si p es un divisor del orden n, de un grupo finito G, entonces existen p-subgrupos de Sy-
low de G. Basta con observar que si n = p"m, m primo con p, los p-subgrupos de Sylow de G
son los subgrupos de orden p". Si G posee un tnico p-subgrupo de Sylow H, entonces H < G.

Teorema 1.9.4 (Segundo teorema de Sylow) Sea G un grupo finito, H un p-subgrupo de
G y S un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces existe x € G tal que

HC xSz~ !
en particular, dos p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

Demostracion: Consideremos la accion de H en X = G/S por traslaciones por la izquierda.
Una clase xS € X es invariante por la acciéon anterior si y solo si haS = xS para todo h € H, es
decir, si y solo si 7 'hx € S para todo h € H. Como esta relacion es equivalente a H C xSz ™!,
vemos que

Xo={zSe€X : HCuxSx'}

Ahora bien, como H es un p-grupo y o(X) = [G : S|, la congruencia de puntos fijos nos da
o(Xo) =[G : S] (modp)

Como p no divide a [G : S], concluimos que X no es divisible por p y por tanto que X no es
vacio. [ |

El segundo teorema de Sylow se deduce trivialmente que la condicion de que G posea un
unico p-subgrupo de Sylow es equivalente a que GG posea un p-subgrupo de Sylow normal.

Teorema 1.9.5 (Tercer teorema de Sylow) Sea G un grupo finito, y n, el nimero de p-
subgrupos de Sylow de G. Entonces n, = [G : N(S)], para todo p-subgrupo de Sylow S de G.
Puesto que [G : N(S)| divide a [G : S|, en particular tenemos que n, divide a |G : S| para todo
p-subgrupo de Sylow S de G. Por dltimo, se verifica que n, = 1(modp).
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Demostracion: Por el segundo teorema de Sylow, n, es el cardinal de la 6rbita de un p-subgrupo
de Sylow S por la accion de G (por conjugacion) en el conjunto de subgrupos de G. De ello se
deduce que

ny =[G : N(9)]
dado que el grupo estabilizador de S es N(S). La primera parte del enunciado se sigue de la
relacion
G :S]=[G:N(S)]N(S): S|
Sea ahora X el conjunto de p-subgrupos de Sylow de GG. Consideremos la accién de S en X por
conjugacion. Entonces

Xo={TeX :sTs'=T,VseS}={TeX :SCN(T)}

Veamos que Xy = {S}. En efecto, si T € X, entonces S y T son p-subgrupos de Sylow de
N(T) y T <aN(T), de donde, por el segundo teorema de Sylow, T = S. Como o(X) = n, y
o(Xop = 1, obtenemos la congruencia enunciada usando la congruencia de puntos fijos. [ |



Capitulo 2

Representaciones de grupos.

Una representacion de un grupo finito G nos proporciona una manera de visualizar G como
un grupo de matrices. Para ser mas preciso diremos que una representacion es un homomorfis-
mo de GG en el grupo de matrices invertibles.

La estructura de estos homomorfismos y sus propiedades seran objeto de estudio en este capi-
tulo.

2.1. Representaciones de grupos.

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo C de los nimeros complejos, y sea GL(V) el
grupo de isomorfismos de V. Un elemento a € GL(V') es, por definicion, una aplicacion lineal
de V en V que admite inversa a™'; ! es también lineal. Si V' admite una base finita (e;) de
n elementos, toda aplicacion lineal a : V' — V' se representa por una matriz cuadrada (a;;) de

orden n. Los coeficientes a;; son nimeros complejos; se calculan expresando a(e;) en la base
(€i>1
a(ej) = Zaijei
7
Decir que a es un isomorfismo equivale a decir que el determinante de a es no nulo. El grupo

GL(V') se identifica asi como el grupo de matrices cuadradas invertibles de orden n. En algunas
ocasiones escribiremos GL(n, V).

Definicion 2.1.1 Sea G un grupo finito. Una representacion de G en V' es un homomorfismo
p del grupo G en el grupo GL(V):
p:G— GL(V)

de modo que:
p(st) = p(s)p(t)

cualesquiera que sean s,t € G.

Supongamos que V' es de dimension finita, y sea n su dimension; se dice también que n es el
grado de la representacion considerada.

Ejemplo 2.1.1 Sea G el grupo dihedral Dg = {(a,b: a* =b* =1, b~'ab = a™'). Definimos las

matrices A y B como:
0 1 1 0
=(50) -0 4

A'=DB*=] B 'AB=A"

se comprueba que:

23
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la funcion
p:G— GL(2,V)

definida como p : a'tV — A'B7 para 0 < i < 3,0 < j <1, es una representacién de Dg sobre
V. Es una representacion de grado 2.
En la siguiente tabla se representan las imdgenes de p para cada elemento de Dg:

-1
ab <_1 0)
-1 0
2
a“b (0 1)
01
3
a’b (10>

Cuadro 2.1: Representacion del grupo dihedral 8.

Ejemplo 2.1.2 Sea G un grupo cualquiera. Definimos p : G — GL(n, V) como p(g) = I,, para
todo g € G, donde I,, es la matriz identidad n x n. Entoces:

p(gh) = I, = I.I,, = p(g)p(h)

para todo g, h € G, por lo tanto, p es una representacion de G. Esto nos indica que todo grupo
tiene representaciones de cualquier grado.

2.2. Representaciones equivalentes.

Sean p y p' representaciones lineales de un grupo G en espacios vectoriales V' 'y V' res-
pectivamente. Se dice que estas representaciones son equivalentes (o isomorfas) si existe un
isomorfismo lineal 7 : V' — V' que transforma p en p’, es decir, que verifica la identidad:

Top(s)=p'(s)- T
para todo s € G.
Si py p se dan en forma matricial por R y R’ respectivamente, el isomorfismo se traduce

en una matriz invertible 7" tal que:

T-R=R-T

0, equivalentemente, tal que:
R =TRT™!
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Sea p: G — GL(V) una representacion, Y sea T' una matriz invertible n x n de V. Para todas
las n x n matrices A y B tenemos:

(T'AT)(T'BT) =T '(AB)T
Usamos esto para crear una reprsentacion o desde p; definimos

o(9) =T "p(g)T
para todo g € G. Por lo tanto, para todo g, h € GG, tenemos:
a(gh) =T ' p(gh)T
=T""p(9)p(M)T
=T"'p(g)T - T~p(h)T
=o(g)a(h)

por lo que, o es, en efecto, una representacion.

Con esto podemos ya dar la siguiente definicion:

Definicion 2.2.1 Sean p: G — GL(m,V) y o : G — GL(n,V) representaciones de G sobre
V. Decimos que p es equivalente a o st n = m y existe una matriz invertible n x n T tal que,
para todo g € G,

a(g) =T "p(g)T
Dadas las representaciones p, o y 7 de G sobre V, se tiene que:
1. p es equivalente a p. (Prop. Reflexiva).
2. si p es equivalente a o, entonces o es equivalente a p. (Prop. Simétrica).

3. si p es equivalente a o y o es equivalente a 7, entonces p es equivalente a 7. (Prop.
Transitiva).

Esto nos indica que ser equivalentes es una relacion de equivalencia.

Demostracion: Sean p, o y T representaciones de GG sobre V', y sea g € G. Tenemos:

1. Prop. Reflexiva:
Sea [ la matriz identidad, que ademas es una matriz cuadrada e invertible, siempre
podemos poner

por lo que p es equivalente a p.

2. Prop. Simétrica:
Por ser p equivalente a o, tenemos que existe una matriz cuadrada invertible T que
cumple:

o(g) =T "'p(g)T
To(g) = p(g)T
To(g9)T~" = p(g)

lo que concluye que o es equivalente a p.
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3. Prop. Transitiva.
Por ser p equivalente a o, tenemos que existe una matriz cuadrada invertible T' que
cumple:

a(g) =T""'p(g)T
Del mismo modo, por ser o equivalente a 7, tenemos que existe una matriz cuadrada

invertible P que cumple:
7(9) = P lo(g)P

Sustituyendo tenemos que:
7(9) = P~'T " p(g)TP

7(g9) = (TP) "' p(9)TP

por lo que p es equivalente a 7.

2.3. Nicleo de una representacion.

Sea una representacion p : G — GL(V). El nicleo de una representacion consiste en un
grupo de elementos g € G para los cuales p(g) es la matriz identidad.

Kerp={g€G:p(g) = 1.}

El nucleo de p es un subgrupo normal de G.

Puede ocurrir que el ntcleo de una representacion es el propio grupo G.

Definicion 2.3.1 Una representacion p: G — GL(1,V) definida como:

p(g) = la

para todo g € G, se denomina representacion trivial de G.

2.4. Representaciones irreducibles.

Sea p : G — GL(V') una representacion lineal y sea W un subespacio de V. Si W es estable
para la accion de G, es decir
gW Cc W N¥ge G

entonces p define por restriccion una representacion p’ : G — GL(W).

Si W’ es otro subespacio del mismo, se dice que V' es suma directa de W y W’ si todo v € V
se puede expresar de la forma v = w+w', w € W, w' € Wy WNW' = 0. Se escribe en-
tonces V =W @& W’ y se dice que W’ es un suplementario de W en V. La aplicacion p que
hace corresponder a cada vector v € V su componente w € W es llamada proyector de de V
sobre W asociado a la descomposicion V = W & W’; en consecuencia p verifica las condiciones
Im(p) =W y p(w) = w si w € W. Reciprocamente cualquier aplicacion lineal p que verifique
estas condiciones cumple p® = p. La expresion v = p(v) +v — p(v) para todo v € V, da una des-
cripcion explicita de la suma V' = W + Ker(p). Facilmente se comprueba que W N Ker(p) = 0,
con lo que V=W @ Ker(p). Se establece asi una correspondencia biyectiva entre los proyec-
tores de V sobre W y los suplementarios de W en V.

Antes de dar una definiciéon de representacion irreducible veamos un resultado que nos va a
ser 1util en breve:
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Teorema 2.4.1 Sea p: G — GL(V) una representacion lineal de G en V y sea W un subes-
pacio vectorial de V' estable por la accion de G. FEriste un subespacio complementario W' de W
en V' el cual es estable por la accion de G.

Demostracion: Sea p cualquier proyector de V' sobre W. Consideremos la suma de Poincaré P
de p:
P(v) = |—Cl;| > gp(gv)
geG

se cumple que P es también un proyector de V' sobre W. En efecto, como W es estable por G,
la expresion para P dice que Im(P) C W. Ademas si w € W, como también g~ lw € W, se
tiene gp(g~'w) = gg~'w = w, lo que implica que P(w) = w y en consecuencia P> = Idy P es
un proyector sobre WW.

Por ser P una suma de Poincaré , se cumple P(gv) = gP(v),Vg € G, con lo que Ker(P) es
estable por G. Como V =W & Ker(P) se concluye el enunciado. [

Supongamos que V' esta dotado de un producto escalar (z,y) satisfaciendo las condiciones
de linealidad en z, bilinealidad en y, y (z,2) > 0 si  # 0. Supongamos que este producto
escalar permanece invariante por la accion de G, (p(s)z, p(s)y) = (z,y); podemos reemplazar
(z,y) por >, .a(p(t)x,p(t)y). Bajo esta hipotesis el complementario ortogonal W’ de W en
V' es un subespacio complementario de W estable por G; y asi, obtenemos una demostracion
alternativa al anterior teorema (2.4.1). Observemos el hecho de que como el producto escalar
(x,y) es invariante, implica que, si (e;) es una base ortonormal de V', la matriz p(s) con respecto
a esa base es la matriz unitaria.

Manteniendo las hipotesis y notacion del teorema 2.4.1, sea x € V, y sean w y w’ proyec-
ciones en Wy W' respectivamente. Tenemos © = w + w’, de donde p(s)xr = p(s)w + p(s)w’,
por lo que w y w’ son estables por G, tenemos que p(s)w € Wy p(s)w’ € W’; asi que p(s)w y
p(s)w’ son proyecciones de p(s)z.

Se sigue, entonces, que las representaciones de W y W’ determinan la representacion de V.
Decimos que V' es suma directa de W y W’ y lo escribimos como V = W & W’. Podemos
definir los elementos de V' como un par (w,w’) con w € Wy w' € W'. Si Wy W’ son dados
en forma matricial por Ry y R,, W & W’ estard dado en forma matricial como:

R, O
0 R

Definicion 2.4.1 Una representacion lineal p : G — GL(V) se dice irreducible si V- # 0 y
ningun subespacio de V' es estable por G, excepto, claro estd, 0y V.

Debido al teorema 2.4.1 la segunda condicién equivale a decir que V' no es suma directa de dos
representaciones, salvo la descomposicion trivial V =06 V.

Toda representacion de grado 1 es evidentemente irreducible.
Teorema 2.4.2 Toda representacion es suma directa de representaciones irreducibles.

Demostracion: Sea V una representacion lineal de G. Se razona por induccion sobre dim(V'). Si
dim(V') = 0, el teorema es evidente, 0 es suma directa de la familia vacia de representaciones
irreducibles. Si dim(V) > 1y V es irreducible no hay nada que demostrar. De lo contrario,
debido al teorema 2.4.1, V' puede ser descompuesto como suma directa V/ & V”. Por hipotesis
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de inducciéon V' y V” son suma directa de representaciones irreducibles, y lo mismo es cierto
para V. [ |

Sea V una representacion y sea V = Wi @ ... d Wy una descomposicion de V' en suma di-
recta de representaciones irreducibles, podemos preguntarnos si la descomposiciéon es unica. En
el caso donde todas las representaciones p(s) son iguales a 1 muestra que esto no es cierto en ge-
neral. Sin embargo, mas adelante, veremos que el nimero de W; isomorfas a una representacion
irreducible dada, no depende de la descomposicion elegida.

2.5. FG-mobdulos.

Sea GG un grupo, y sea F' = R o ' = C. Escribiremos como V' = F" el espacio vectorial
formado por los vectores fila (A1,...\,) con \; € F. Para todo v € V' y g € G, el producto
matricial

vp(9)
de el vector fila v con la matriz de dimension n x n p(g), es un vector fila en V.

Basandonos en el producto matricial vp(g) definimos el FG-modulo.

Definicion 2.5.1 Sea V' un espacio vectorial sobre F y sea G un grupo. Entonces V es un
FG-modulo si esta definida la multiplicacion vg, para v € V y g € G, y ademas satisfacen las
stguientes condiciones para todo u,v € V, N€ F yg . h e G:

1. vgeV

2. v(gh) = (vg)h

3. vl =w

4. (Av)g = A(vg)

5. (u+v)g =ug+vg

Las condiciones (1), (4) y (5) de la definicién aseguran que para todo g € G, la funcion
v — vg

es un endomorfismo de V.

Sea V un FG-mo6dulo, y sea 4 una base de V. Para cada g € GG, denotamos como

[9]%

a la matriz del endomorfismo v — vg de V, relativo a la base 4.
La relacion entre los FG-modulos y las representaciones de GG sobre F' se verd en el siguiente
teorema.

Teorema 2.5.1 (1) Si p : G — GL(F) es una representacion de G sobre F, y V. = F",
entonces V' sera un FG-mddulo si definimos la multiplicacion vg como

vg = vp(g)
ademas, existe una base B de V' tal que

p(9) = 9]
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para todo g € G.
(2) Sea V' un FG-mddulo y sea B una base de V. Entonces la funcion

9— 9]z
es una representacion de G sobre F.

Demostracion: (1) Sabemos que vp(g) € F™, ademas por ser p un homomorfismo tenemos que
v(p(gh)) =v(p(g)p(h))y v(p(l)) = v. Del mismo modo, por las propiedades de la multiplicacion
matricial tenemos que (Av)p(g) = A(vp(9)) y (u+v)p(g) = up(g) +vp(g) para todo u,v € F",
ANeFygheQgG.

Por lo tanto, F™ se convertird en un FG-moédulo si definimos

vg = vp(g)

para todov € F", g € G.
Ademas, si consideramos la base % como

(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0), ..., (0,0,0, ..., 1)

de F", entonces p(g) = [g]# para todo g € G.

(2) Sea V un FG-modulo con base %. De v(gh) = (vg)h para todo g,h € G y todo v € A, se
sigue que
lghls = [9]=[hl»

En particular,

1]z = [9]2lg” |2

para todo g € G. Ahora vl = v para todo v € V, asi que [1]z es la matriz identidad.

Por lo tanto cada matriz [g] es invertible.

Hemos probado que la funcion g — [g]% es un homomorfismo de G a GL(F') y por lo tanto es
una representacion de G sobre F. |

Podemos construir FG-moédulos sin usar una representacion. Para hacer esto transformamos
un espacio vectorial V' sobre F' en un FG-mddulo especificando la accion de los elementos del
grupo en una base vy,...v, de V y haciendo que sea lineal la accién en el entorno de V', es
decir, primero definimos v;g para cada ¢ y cada g € GG, y entonces definimos

(Mo 4 ...+ Aon)g

para \; € F, como
Al(”lg) +.+ An(vng)

Como era de esperar existen restricciones a la hora de definir los vectores v;g.

Teorema 2.5.2 Sea vy,...v, una base de un espacio vectorial V sobre F'. Supongamos que
tenemos una multiplicacion vg para todo v € V y g € G, la cual satisface las siguientes
condiciones para todo i con 1 < i <mn, para todo g,h € G y para todo \i,..., \, € F:

1. vigeV
2. vi(gh) = (vig)h
3. vl=v
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4. (Mor 4o F Nu)g = M(vg) + -+ A(vn9)
Entonces V' es un FG-mddulo.

Demostracion: Es trivial ver de (3) y (4) que vl = v para todo v € V. Las condiciones (1) y
(4) nos aseguran que, para todo g € G, la funcion v — vg (v € V) es un endomorfismo de V.
Esto es:

vg €V,

(Av)g = A(vg),
(u+v)g = ug + vy,
para todo u,v € V, A € F'y g € G. Por lo tanto

para todo Ay,..., A\, € F, todo uy,...,u, € V,y todo h € G.
Ahora sea v € V y g,h € G. Entonces v = \jv; + ...+ \,v, para algin \,...,\, € F,y

v(gh) = M (v1(gh)) + ... + A (va(gh))
= Ai((v19)h) + ... + An((vng)h)
= (M(vig) + ...+ X(vng))h

= (vg)h
Con esto hemos comprobado todos los axiomas requeridos para que V sea un FG-modulo. W
Definicion 2.5.2 El FG-maodulo trivial es un espacio vectorial V sobre F' 1-dimensional con

vg = v
para todov €V, g € G.

Definicion 2.5.3 Un FG-mddulo V' es fiel si el elemento unitario de G es el iinico elemento g
para el cual
vg = v

para todo v € V.

2.5.1. FG-médulos y representaciones equivalentes.

Veamos ahora las relaciones entre los FG-moédulos y las representaciones equivalentes de G
sobre F'. Un FG-moédulo tiene varias representaciones, todas de la forma

9— 9]z
para una base ZA de V. El siguiente resultado muestra que todas estas representaciones son
equivalentes entre si.
Teorema 2.5.3 Sea V un FG-mddulo con una base B, y sea p la representacion de G sobre
F definida por
p:g— 9z

(1) Si AB' es una base de V, entonces la representacion

¢:g9— 9l

de G es equivalente a p.
(2) Si o es una representacion de G la cual es equivalente a p, entonces existe una base A" de
V' tal que

09— [glar
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Demostracion: (1) Sea T la matriz del cambio de base de & a %'. Para todo g € G, tenemos

9]z =T (9] T

Por lo tanto ¢ es equivalente a p.
(2) Supongamos que p y o son representaciones equivalentes de GG. Entonces, para la matriz
invertible T" tenemos

gp=T""(go)T

para todo g € G. Sea %" la base de V' para la cual la matriz del cambio de base de Z a A" es
T. Entonces para todo g € G

(9] =T '[g)aT

por lo que go = [g]#. [

2.5.2. FG-submoédulos.

En lo sucesivo G sera un grupo y F' sera R o C.

Definicion 2.5.4 Sea V un FG-mddulo. Un subconjunto W de V se dice que es un FG-
submaodulo de V' si W es un subespacio y wg € W para todo w € W y g € G.

2.5.3. FG-moédulos irreducibles.

Definicion 2.5.5 Un FG-mddulo V se dice que es irreducible si es diferente a {0} y no tiene
FG-submddulos aparte de {0} y V.
Si 'V tiene un FG-submddulo W donde W es distinto a {0} o V', entonces V' es recucible.

Del mismo modo, una representacion p : G — GL(F) es irreducible si el correspondiente
FG-modulo F™ dado por

vg = v(p(g))

es irreducible; v p es reducible si F™ es reducible.

Supongamos ahora que V es un FG-modulo reducible, por lo tanto hay un FG-submoédulo
W con 0 < dim W < dim V. Tomando una base 4 de W y extendiéndola a una base %4 de V.
Entonces para todo g € G, la matriz [g] tiene la forma

( )égg gg ) (2.5.1)

para las matrices X, Y, y Z,, donde X, es k x k para k = dim(W).

Una representacion de grado n es reducible si, y solo si, es equivalente a una representaciéon de
la forma (2.6.1), donde X, es k x k' y 0 < k < n. Notemos que en (2.6.1), las funciones g — X,
y g — Z,4 son representaciones de G.

2.5.4. FG-homomorfismos.

Definicion 2.5.6 Sean V y W FG-mddulos. Una funcion ¥ : V. — W se dice que es un
FG-homomorfismo si ¥ es una transformacion lineal y

J(vg) = V(v)g
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En otras palabras, si ¥ envia v a w entonces envia vg a wg.

Como G es un grupo finito y ¢ : V-— W es un FG-homomorfismo, entonces para todo v € V'
YT =2 ,ccAg € FG, tenemos
I(vr) = I(v)r

Proposicion 2.5.1 Sea V y W FG-mddulos y sea ¥ : V — W un FG-homomorfismo. Entonces
Kerd es un FG-submaodulo de V' y Imd es un FG-submodulo de W.

Demostracion: Ker 19 es un subespacio de V' 'y I'm1 es un subespacio de W ya que ¢ es una
transformacion lineal.
Seav € Kerdy g € G, entonces

9(vg) = V(v)g = 0g = 0

asi que vg € Kerd. Ademas Ker ¢ es un FG-submodulo de V.
Sea w € Im 7, tal que w = ¥(v) para algin v € V. Para todo g € G,

wg =9(v)g = (vg) € Im?

por lo que Im1 es un FG-submodulo de . [ |

2.5.5. Isomorfismos de FG-mo6dulos.

Definicion 2.5.7 Sean V y W FG-mddulos. Decimos que ¥ : V — W es un FG-isomorfismo
st ¥ es un FG-homomorfismo y ademas posee inversa. St v : V. — W es un FG-isomorfismo,
entonces V. y W son FG-modulos isomorfos y los representaremos como V=W

En el siguiente teorema veremos que si V = W entonces W = V.

Teorema 2.5.4 Si ¥ : V — W es un FG-isomorfismo, entonces la inversa 9= : W — V es
tambien un FG-isomorfismo.

Demostracion: Es evidente que ¥~! es una transformacion lineal invertible, por lo que, unica-
mente, debemos demostrar que ¥~! es un FG-homomorfismo. Sean w € Wy g € G,

como v es un FG-homomorfismo,

90~ (wg))
Asi que 971 (w)g = ¥ H(wg) como se buscaba. [ |

Sea ¥ : V — W un FG-isomorfismo, entonces podemos usar ¥ y ¥~! para cambiar entre
los FG-modulos isomorfos V' y W, y probar que V y W comparten la mismas propiedades
estructurales; algunos ejemplos pueden ser:

1. dim V = dim W (cada vq,...,v, es una base de V si y solo si J(vy),...,9(v,) es base de

2. V es irreducible si y solo si W es irreducible (cada X es un FG-submddulo de V' si y solo
si ¥(X) es un FG-submodulo de ).
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3. V contiene un FG-submodulo trivial si y solo si W contiene un FG-submédulo trivial
(cada X es un FG-submodulo trivial de V' siy solo si ¥(X) es un FG-submodulo trivial
de W).

Teorema 2.5.5 Sea V un FG-mddulo con una base B, y sea W un FG-mddulo con una base
AB'. Entonces V. y W son isomorfas si y solo si las representaciones

p:g— 9]z

09— 9le

son equivalentes.

Demostracion: Para la demostracion del anterior teorema primero estableceremos lo siguiente:

1. Los FG-mo6dulos V' y W son isomorfos si y solo si existe una base %4, de V' y una base
Py de W tal que

para todo g € G.

Para ver esto supongamos, primero, que ¢ es un FG-isomorfismo de V a W, y sea vy,...,v,
una base %, de V; entonces J(vy),...,¥(v,) es una base de %, de W. Sea g € G. Ya que
J(v:9) = D(v:)g para cada. i, se sigue que [gs, = 0],

De modo inverso, supongamos que vy, ..., v, una base %; de V y ws,...,w, una base %, de
W tal que [g]s, = [9]#, para todo g € G. Sea ¥ la transformacion lineal invertible de V' a W
para la cual ¥(v;) = w;. Y que [g]z, = [9]%,, se deduce que ¥(v;9) = ¥(v;)g y por lo tanto cada
¥ es un FG-isomorfismo. Esto completa la demostracion de (1).

Ahora asumimos que V' y W son FG-mddulos isomorfos. Por (1) hay una base %, de V' y una
base %, de W tal que [g]%, = [g9]#, para todo g € G. Definimos ahora una representacion ¢ de
G como ¢ : g — [g]z,. Segtn el teorema 2.6.3(1), ¢ es equivalente a p y a o, por lo que py o
son equivalentes.

A la inversa, supongamos que p y a o son equivalentes, entonces, por el teorema 2.6.3(2) hay
una base " de V tal que o(g) = [g]»~ para todo g € G; esto es, [g]z = [g]»» para todo g € G.
Por lo tanto V' 'y W son FG-mddulos isomorfos, por (1). |

2.5.6. Suma directa de FG-modulos.

Sea V un FG-mo6dulo, y supongamos que
V=UasW

donde U y W son FG-submodulos de V. Sea uq, ..., u,, una base #; de U,y wy, ..., w, una base
Py de W . Entonces sabemos, por los primeros cursos de algebra lineal, que uy, ..., wy, wy, ..., w,

es una base # de V,y para g € G
0 [g]ﬂQ

Generalizando aun mas, si V = U; @ ... @ U,, es suma directa de los FG-submoédulos U; v %;
es una base de U;, entonces podemos unir A, ..., %,, para obtener una base mathscrB de V,
y para g € G,
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Proposicion 2.5.2 Sea V un FG-mddulo, y supongamos que
V=U,®...0U,

donde cada U; es un FG-submddulo de V. Para v € V', tenemos que v = uy + ... + u, para
u; € U;, y definimos m; -V — V' como

7Ti(’U> = U;
Entonces cada m; es un FG-homomorfismo, y es, ademas, una proyeccion de V.

Demostracion: Evidentemente 7; es una transformacion lineal; y es también un FG-homomorfismo,
ya que parav € V con v = u; + ... + u, siendo u; € U; para todo j, y g € GG, tenemos que

mi(vg) = (g + ...+ urg) = wig = m(v)g

por lo tanto

7@-2(“) = mi(u;) = u; = mi(v)

asi que 72 = ;. Lo que implica que 7; es una proyeccion. [ |

Veamos, por tltimo, un resultado concerniente a la suma de FG-modulos irreducibles del cual
no daremos una demostracion.

Proposicion 2.5.3 Sea V un FG-mddulo, y supongamos que
V=U+...4+U,

donde cada U; es un FG-submddulo irreducible de V. Entonces V' es una suma directa de algunos

FG-submodulos U;.
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Caracteres.

3.1. El lema de Schur.

Teorema 3.1.1 (Lema de Schur.) Sea f : V. — V' una aplicacion lineal entre G-mddulos
wrreducibles. Entonces, o bien f =0, o bien f es un isomorfismo; ademas, en este caso, f es
una homotecia.

Demostracion: Como Ker(f) es un G-submodulo estable de V', o bien Ker(f)=V/, lo que significa
que f =0, o bien Ker(f)=0. En este caso la condicion f(gv) = gf(v), para v € V, implica que
Im(f) es también un G-submoédulo invariante de V7, con lo que Im(f)=V’. Sobre los numeros
complejos f ha de tener algin valor propio A, ello supone que f — Ald tiene niicleo no nulo,
con lo que por lo anterior f — AId es el morfismo nulo y por lo tanto f = A\Id. |

Corolario 3.1.1 Toda representacion irreducible V' de un grupo abeliano es de grado 1.

Demostracion: Sea g un elemento de G'y consideremos la aplicacion lineal que induce g : V- — V.
Puesto que para todo h € G se cumple que gh = hg, se tiene que g es un morfismo de G-modulos,
con ello g es una homotecia. Asi la representacion de G en V' convierte a G en un grupo de
homotecias. Puesto que una homotecia deja invariante cualquier espacio, si V' es irreducible ha
de ser de dimension 1. [

3.2. Caracter de una representacion.

Para comprender lo que es el caracter de una representacion necesitamos conocer primero
el concepto de traza. Este concepto se estudié en los primeros cursos de Algebra Lineal, pero
debido a su importancia en esta seccion procedemos, de nuevo, a dar su definicion:

Definicion 3.2.1 Sea V un espacio vectorial de dimension n y a un endomorfismo, cuya ma-
triz, en una base (e;) de V', es (a;j). La traza de a es el escalar

Tr(a) = Z ag;
la traza de a no depende de la base (e;) elegida.

Sea p : G — GL(V) una representacion lineal de un grupo finito G en el espacio vectorial V.
Dado s € G, pongamos

Xo(s) = Tr(p(s))

Se obtiene asi una aplicacion x, definida en G, a valores complejos

Xp:G—C

35
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llamada cardcter de la representacion p, la importancia de esta aplicacion proviene de que
caracteriza la representacion considerada.

Proposicion 3.2.1 5i x es el cardcter de una representacion p de grado n, entonces,
1. x(1)=n
2. x(s71) = x(s)* para todo s € G
3. x(tst™') = x(s) cualquiera que sean st € G

(Si x es un nimero complejo, denotamos a su conjugado por x*.)

Demostracion: Como p(1) =1y Tr(1) = n por ser V de dimension n, tendremos x(1) = n.

p(s) es de orden finito; sus valores propios Ag,....\, tambien serdn de orden finito y por
lo tanto de modulo 1. Entonces:

W) = Trip(s) = SOX = SN = Tr(p(s ™) = x(s™)
[ |

Una aplicacion f definida en G que verifica la identidad 3), o, equivalentemente, la identi-
dad f(uwv) = f(vu), se llama una funcion central.

Proposicion 3.2.2 Sean p, : G — GL(V}) y p2 : G — GL(V3), dos representaciones lineales
de G, y sean x1 y X2 sus caracteres. Entonces

1. El cardacter x de la representacion suma directa Vi @ Vs es igual a x1 + Xa.

2. El cardcter ¢ de la representacion producto tensorial Vi ® Vo es igual a x1 - X2.

Demostracion: Expresamos p; y ps en forma matricial: R! y R% La forma matricial de la

representacion V; @ V; es
Rl 0
n= (5w

de donde Tr(R,) = Tr(R!) + Tr(R?), es decir, x(s) = x1(s) + xa(s). Sabemos que:
x1(s) = Zrml(s)
X2(s) = Zrmz(s)
Y(s) = Zﬁ'm(s) “Ti2i2(8) = x1(8) - x2(5)

i1,i2

Veamos esto con un ejemplo.
Ejemplo 3.2.1 Sea G = Dg = {(a,b;a* = 0> = 1,b7ab = a™1), y sea p : G — GL(2,C) la
representacion definida como
(a) = 0 1
PA=1 -1 0

p(b)—((l) _01)

Sea x el cardcter de esta representacion. En la siqguiente tabla podemos ver los valores que toma
p(9) v x(g) en funcion de g.
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Cuadro 3.1: Valores de los caracteres.

g p(g) x(9)

1 0
. (01) 9
0 1
a (_10) 0
-1 0
2
a (0 _1> -2

0 -1

ab (_1 O> 0
-1 0

2

a“b (0 1) 0
0 1

3

a’b (10) 0

3.3. Relaciones de ortogonalidad de los caracteres y des-
composicion de la representacion regular.

Introduzcamos la siguiente notacion: sean py y py dos representaciones lineales de G y sean
Xv ¥ Xw sus caracteres. Se define su producto escalar como:

1 *
Oovoxw) = 157 D xv(9:)Xiv (1)
| ‘ g:€G
El producto escalar cumple las siguientes propiedades:

1. (xv,xw) es un numero real. En efecto, podemos escribir

() = g 3wl Do) = 157 30 (@) = (xvow)

gi€G gi€G
2. (x,x) > 0 para cualquier caracter x, y (x,x) = 0 siy solo si y = 0.
Proposicion 3.3.1 Sea V un G-espacio, entonces dimcVC = ﬁ >gea Xv(9)-

Demostracion: La aplicacion

W(v):’—aZgiv, veV
g€V
es un proyector sobre V¢. Como V' = ker(n)® Im(r) = ker(r)®V Y, la traza de 7 coincide con
la traza de su restriccion a V. Como esta restriccion es la identidad esta traza vale dimcVC.
Por ultimo, como la traza de la suma de aplicaciones lineales es la suma de las trazas, se
concluye el enunciado. [ |
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Teorema 3.3.1 {xv, xw)=dimcHomc(V,W)¥ = Homg(V, W)

Demostracion: Por la proposicion anterior

, 1
dimcHome(V, W)G = @ Z XHomC(V,W)(gi) =

g;.€G

|_é*| > Xt (9) = (ovsxw)
g9:€G

Corolario 3.3.1 Si x es el cardcter de una representacion irreducible W entonces (x, x) = 1.
Six y X' son los caracteres de dos representaciones irreducibles W y W' no isomorfas, entonces

06X =0

Demostracion: En efecto, por el lema de Schur, si W es irreducible los unicos isomorfismos de
G-espacios son las constantes, con lo que dimcHomg(W, W) = 1.

Por otra parte, que Wy W’ sean G-espacios no isomorfos quiere decir que dimc Homg(W, W)
0, con lo que, por el teorema anterior, (xw, xw’) =0

Teorema 3.3.2 Sea V una representacion lineal de G, de cardcter ¢, descomponemos V en
suma directa de representaciones irreducibles

V=W &...eW

Entonces, st W es una representacion irreducible de cardcter x, el numero de las W; isomorfas
a W es igual al prducto escalar (p, ).

Sea ; el caracter de W, sabemos que

p=x1+...+Xx

y por lo tanto (¢, x) = (x1,X) + - .-+ (X, X). Por el teorema anterior (x;, x) es igual a 1 (o a
0) segun que W; sea (o no) isomorfa a W.

Del anterior teorema podemos afirmar que el nimero de las W; isomorfas a W no depende
de la descomposicion elegida; ademas, dos representaciones del mismo caracter son isomorfas,
ya que ambas contienen el mismo ntimero de veces toda representacion irreducible dada.
Estos resultados permiten reducir el estudio de las representaciones al de los caracteres. Si
X1,---,Xn son los caracteres de las representaciones irreducibles de G'y Wy, ... W), son sus
correspondientes representaciones, toda representacion V' es isomorfa a una suma directa

V:mlwl@...@mhwh

para m; entero mayor o igual a 0.
El caracter ¢ de V esigual a myx1+...+mpxn, y m; = (@, x;). Las relaciones de ortogonalidad

entre los y; implican que
h

(¢, ) = ZmZQ

=1

de donde obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3 Si ¢ es el cardcter de una representacion V', (@, @) es un entero y (@, p) =1
sty solo si V' es irreducible.
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Demostracion: En efecto, Y m? vale 1 si y solo si uno de los m; es igual a 1 y los demas iguales
a 0, es decir, si y solo si V' es isomorfo a una de las W;. [ |

Se ha obtenido asi un criterio de irreducibilidad muy comodo.

Con los siguientes resultados describiremos la descomposiciéon de una representacion regular:

Proposicion 3.3.2 El cardcter ¢ de la representacion reqular viene dado por las siguientes
formulas:

p(1) = |Gl
donde |G| es el ordén de G. Y

pls) =0
st s # 1.

Corolario 3.3.2 Cada representacion irreducible W; esta contenida en la representacion requ-
lar un numero de veces igual a su grado n;.

Demostracion: Por el teorema 3.3.2, este niimero es igual a (¢, x;). Ahora bien

1 . 1 B B
(¢, xi) = @ZS@(S) Xi(s) = @|G|X1‘(1) = xi(1) = n;

seG

Corolario 3.3.3 Los grados n; verifican la relacion Y1 n? = |G].

Demostracion: En efecto, el corolario 3.3.1 asegura que ¢ = Y _ n;x; y aplicando ambos miem-
bros a dicho corolario resulta |G| = Z?Zl n?. |

Este resultado se puede usar cuando se buscan las representaciones irreducibles de G; supon-
gamos construidas representaciones irreducibles no isomorfas dos a dos, de grados nq,...,ng; a
fin de que sean todas las representaciones irreducibles de G (salvo isomorfismos) es necesario y
suficiente que n? + ...+ ni =|G|.

3.4. Clases de conjugacion.

Definicion 3.4.1 Sean x,y € G. Decimos que x es un conjugado de y en G si

y=g'zg

para g € G.
El conjunto de todos los elementos conjugados de x en G es

2 ={glag: g G}
y se llama clase de conjugacion de x en G.

Ahora daremos un primer resultado que muestra que dos clases de conjugacion no tienen ele-
mentos en comdn.

Proposicion 3.4.1 Si x,y € G, entonces 2% = y© o 2% Ny es vacio.
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Demostracion: Supongamos que % N y% no es vacio, tomemos z € % N y“. Entonces existe
g,h € G tal que
2 =g 'zg=h"yh

por lo tanto x = gh~'yhg™! = k~yk, donde k = hg~!'. Asi que

acaz®=a=0b"'zb

parabe G
=a=0b"k"1ykb
= a= c_lyc
donde ¢ = kb
=acy”

De este modo ¢ C y“. Del mismo modo y© C 2%, usando y = kzk™', y por lo tanto 2% = y“. R

G

Cada elemento x € G se encuentra en a clase de conjugacion ¢, como x = 1721 con 1 € G,

G es la uniéon de sus clases de conjugacion.

Corolario 3.4.1 Todo grupo es una union de sus clases de conjugacion. Las clases de conju-
gacion distintas son disjuntas.

Definicion 3.4.2 Si G = 2§U...Uz¥, donde las clases de conjugacion ... & son distintas,

llamamos a x4, ..., x; representantes de las clases de conjugacion de G.

Ejemplo 3.4.1 Sea G = Dg = (a,b : a®> = b*> = 1,b"tab = a™'). Los elementos de G son
1,a,a?, b,ab,a®b. Cada g tag es a o a® para todo g € G, y b~'ab = a?, tenemos

a® = {a,ad*}
Ademas, a~'ba’ = a=%b para todo entero i, asi que
bY = {b, ab, a®b}
Por lo tanto las clases de conjugacion de G son
{1},{a,a*}, {b,ab,a’b}
La siguiente proposicion puede ser tutil a la hora de calcular las clases de conjugacion.

Proposicion 3.4.2 Sean x,y € G. Si x es conjugado de y en G, entonces x" es conjugado de
y" en G para todo entero n. x e y tienen el mismo orden.

Demostracion: Observemos que para a,b € G, tenemos
g~ 'abg = (g~ ag)(g™"bg)
Asi que g7 12"g = (g_lxg)”. Supongamos que x es conjugado de y en G, asf que y = g~ 'z para

algtin g € G. Entonces y" = g 'a"g y por lo tanto 2" es conjugado de y™ en G. Sea x de orden
m, entonces Yy = g la™g =1,y para 0 <r < m, y" = g 'a"g # 1, asi que y tiene orden m. W
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3.4.1. Tamano de las clases de conjugacién.

El proximo teorema determina el tamano de las clases de conjugaciéon en G, pero antes
daremos la siguiente definicion:

Definicion 3.4.3 Sea x € G. El centralizador de x en G, escrito Cg(x), es el conjunto de
elementos de G los cuales conmutan con x; es decir

Co(r) ={g € G : 29 = gz}
Cg(x) es un subgrupo de G.
Teorema 3.4.1 Sea x € G. El tamano de la clase de conjugacion x esta dado por
29 = |G : C(x)] = |G/|Co(2)]
En particular, |2¢| divide a |G|.
Demostracion: Observemos primero que para g, h € G, tenemos

1 1

g 'rg=h"'ah o hg 'z = zhg!
& hg ' € Cg(x)
< Cg(x)g = Co(x)h

teniendo esto en cuenta, podemos definir una funcién inyectiva f definida por:
frg7lzg — Co(w)

Es evidente que f es sobreyectiva. Asi que f es una biyeccion, lo que prueba que |2¢] = |G :

Co(x)]. |
Antes de avanzar hagamos la siguiente observacion
2% =1og¢lag=12
para todo g € G
s re Z(G)
donde Z(G) es el centro de G.

Definicion 3.4.4 (Equacion de clases.) Sean x4, ..., x; representantes de las clases de con-
jugacion de G. Entonces

Gl=12(@)]+ Y [af]

%, 2Z(G)

donde |2¢| = |G : Cg(x;)| y ambos, | Z(G)| y |2§| divide a |G|.

Existen determinados paquetes informéticos que tienen como objeto trabajar con los distintos
grupos algebraicos, uno de ellos es GAP, el cual puede ser descargado de forma gratuita desde
www. gap-system.org. GAP permite calcular las clases de conjugacién de un grupo determinado,
en el siguiente ejemplo veremos como calcular las clases de conjugacion del grupo simétrico Ss.



42 CAPITULO 3. CARACTERES.

# Creamos el grupo:
gap> s3:=SymmetricGroup(3);
Sym( [ 1 ..31)

# Tiene 3 clases de conjugaciones de elementos:
gap> cc:=ConjugacyClasses(s3);

[ O°G, (1,2)°G, (1,2,3)°G ]

gap> Length(cc);

3

# Tomemos por ejemplo el segundo de ellos:
gap> c:=cc[2];
(1,2)°G

# Vemos que contiene 3 elementos
gap> Size(c);
3

# Generamos una lista con todos los elementos de la clase escogida
gap> AsList(c);
[ (1,2), (2,3), (1,3) ]

3.5. Numero de caracteres irreducibles.

En este punto desarrollaremos un resultado que afirma que el nimero de caracteres irredu-
cibles de un grupo finito es igual al nimero de clases de conjugacion de el grupo.

3.5.1. Funciones de clase.

Definicion 3.5.1 Una funcion de clase en G es una funcion ¢ : G — C tal que (z) = ¥(y)
donde x e y son elementos conjugados de G.

Sabemos que los caracteres de G son funciones de clase GG. El conjunto C' de todas las funciones
de clase en GG es un subespacio de el espacio vectorial de todas las funciones de G a C. Una
base de C estaria dada por aquellas funciones que toman el valor 1 en una clase de conjugacion
y 0 en el resto. Asi que, si [ es el nimero de clases de conjugaciéon de GG, entonces

dim(C) =1

Teorema 3.5.1 FEl niumero de caracteres irreducibles de G es igual al numero de clases de
conjugacion de G.

Demostracion: Sea X1, ... Xk los caracteres irreducibles de G' y sea [ el numero de clases de
conjugaciones de G. x1, ... Xk son elementos linealmente independientes de C, lo que implica
que k <.

Para demostrar | < k consideraremos los CG-moédulos regulares. Si Vi, ...V, es un conjunto
completo de CG-moédulos irreducibles no isomorfos, entonces:

CG=W®...&aW,
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donde para cada i, W; es isomorfo a la suma directa de V.
Cada CG contiene el elemento identidad, por lo que podemos poner

I=fi+...+Jk

con f; € Wy paral <i<k.
Sea z € Z(CQ), el centro de CG, para cada i existe \; € C tal que para todo v € V;

V2 = AU
por lo tanto wz = \;w para todo w € Wj;, en particular, de

fiz=Aifi

se sigue que
z=lz=(fi+...+ fu)z=fiz+ ...+ frz

= Mfit o+ M

Esto prueba que Z(CG) esta contenido en el subespacio de CG generado por f;, ..., fr. Como
cada Z(CGQ) tiene dimension [ deducimos que [ < k. Esto completa la prueba de que k =1. W

Corolario 3.5.1 Los caracteres irreducibles x1,...,xx de G forman una base de el espacio
vectorial de todas las funciones de clase en G. En efecto, si ¢ es una funcion de clase, entonces

k
=) A
i=1
donde \; = (¢, x;) para 1 <i <k

Proposicion 3.5.1 Sean g,h € G. Entonces g es conjugado de h si, y solo si, x(g) = x(h)
para todos los caracteres x de G.

Demostracion: Es sabido que si g es conjugado de h entonces x(g) = x(h).

A la inversa, supongamos que x(g) = x(h) para todos los caracteres y de G. Por el anterior
corolario ¥ (g) = 1(h) para todas las funciones de clase ¢ de G. En particular, esto es cierto
para las funciones de clase 1 la cuales toman el valor 1 en la clase de conjugaciéon de g y toma
el valor 0 en el resto. Entonces 1(g) = ¢(h) = 1, y, por lo tanto, g es conjugado de h. [

Corolario 3.5.2 Sea g € G. Entonces g es conjugado de g~!

todos los caracteres x de G.

si, y solo si, x(g) es real para

Ejemplo 3.5.1 Sea G el grupo de permutaciones de 8 letras. Entonces |G| = 6, y tiene tres
clases: el elemento identidad, tres transposiciones y dos permutaciones ciclicas. Sea t una trans-
posicion, y ¢ una permutacion ciclica. Tenemos t2 = 1, ¢ = 1, tc = c*t; de donde hay solo
dos caracteres de grado 1: el cardcter identidad x1 y e cardcter xo que nos varia el signo de la
permutacion.

Segun el teorema que afirma que . nimero de caracteres irreducibles de G es igual al numero
de clases de conjugacion de G", nos muestra que existe otro cardcter irreducible 0; si n es su
grado debemos tener 1 4+ 1+ n? = 6, por lo que n = 2. Los valores de 0 pueden ser deducidos
del hecho de que x1 + X2 + 20 es el cardcter de la representacion regular de G. Obtenemos la
siguiente tabla de caracteres de G:
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| [1[t]c]
x1|1]1
x2 | 1]-1]1
0 12|0]-1

Cuadro 3.2: Tabla de caracteres de G.

Ejemplo 3.5.2 A continuacion veremos un simple ejemplo con GAP en el cual se verifica el
teorema que afirma que el nimero de caracteres irreducibles de G es igual al numero de clases
de conjugacion de G.

## Creamos un grupo, en este caso el grupo dihedral asociado a un cuadrado
gap> d8:=DihedralGroup(IsPermGroup, 8);
Group([ (1,2,3,4), (2,4 1)

## Comprobamos que tiene 5 caracteres irreducibles
gap> cir:=Irr(d8);

[ Character( CharacterTable( Group([ (1,2,3,4), (2,4) 1) ), [ 1, 1, 1, 1, 11),
Character( CharacterTable( Group([ (1,2,3,4), (2,4) 1) ), [ 1, -1, -1, 1, 11 ),
Character( CharacterTable( Group([ (1,2,3,4), (2,4) 1) ), [ 1, -1, 1, -1, 11 ),
Character( CharacterTable( Group([ (1,2,3,4), (2,4) 1) ), [ 1, 1, -1, -1, 11 ),
Character( CharacterTable( Group([ (1,2,3,4), (2,4) 1)), [ 2, 0, 0, 0, -2 1) 1]

gap> Size(cir);
5

## Comprobamos que tiene 5 clases de conjugacion

gap> cc:=ConjugacyClasses(d8);

[ O°G, (2,4)°G, (1,2)(3,4)"G, (1,2,3,4)°G, (1,3)(2,4)°G ]
gap> Size(cc);

5



Capitulo 4

Tabla de caracteres.

4.1. Tablas de caracteres.

Los caracteres irreducibles de un grupo finito GG son funciones de clase, y el numero de ellos
es igual al numero de las clases de conjugacion de G. En ocasiones es conveniente anotar los
valores de los caracteres irreducibles de GG en una matriz cuadrada. Esta matriz se llama tabla
de caracteres de G.

4.1.1. Tablas de caracteres.

Definicion 4.1.1 Sean x1,....xx los caracteres irreducibles de G, y sean g1, ....gx represen-
tantes de las clases de conjugacion de G. La matriz cuadrada k X k cuya ij-esima entrada es
Xi(g;), para todo i, j con 1 <i <k, 1<j <k, sellama tabla de caracteres de G.

Es normal nombrar los caracteres irreducibles y las clases de conjugacion de G de tal modo
que Y1 = lg sea el cardcter trivial, y g; = 1 el elemento identidad de G. Mas alla de esto, se
nombran de modo arbitrario. Senalar que en las tablas de caracteres las filas estan indexadas
por los caracteres irreducibles de GG, mientras que las columnas estan indexadas por las clases
de conjugacion.

Proposicion 4.1.1 La tabla de caracteres de G es una matriz invertible.

Demostracion: La demostracion de esta proposicion se sigue inmediatamente del hecho de que
los caracteres irreducibles de GG, y por lo tanto las filas de la tabla de caracteres, son linealmente
independientes. [ |

4.1.2. Relaciones de ortogonalidad.

Las relaciones de ortogonalidad,
<X7"7 Xs> = 57"3

de las cuales ya se habl6 en el capitulo anterior, pueden ser expresadas en términos de filas de
la tabla de caracteres escribiendo las relaciones como

Z Xr gz Xs _ 57"5

|OG gz

Las mismas relaciones existen para las columnas de la tabla de caracteres como veremos en el
siguiente resultado:

45
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Teorema 4.1.1 Sean x1,...,Xxr caracteres irreducibles de G, y sean g1, ..., g, representantes
de las clases de conjugacion de G. Las siguientes relaciones se mantienen para cualquier r,s €

{1,...,k}
1. Relacion de ortogonalidad asociada a las filas de la tabla de caracteres:

Z X'f‘ gz Xs _ 57“5

|CG gz

2. Relacion de ortogonalidad asociada a las columnas de la tabla de caracteres:

Z Xz(gr)X;k(gs) = 6rs’CG<gr)‘

i=1

Demostracion: Para las relaciones de ortogonalidad asociadas a las filas de la tabla de caracteres
denotamos por ¢ la clase de conjugacion de G' que contiene a g;. Ya que los caracteres son
constantes en cada clase de conjugacion

> x(@)v*(9) = 195 1x(9:)¢" (9:)

g€g’

Como

971 = 1G1/ICc(:)]

Tenemos que

O = i Sl |G|zzx

QGG gEg

= Z |CG (g0)] 9:)v" (9:)

Pasamos ahora a dar una demostra(non para para las relaciones de ortogonalidad asociadas a
las columnas de la tabla de caracteres:
Para 1 < s < k, sea 1, una funciéon de clase que satisface

1/}3 (97) = 67"5

Por el corolario 3.5.1, 1, es una combinacién lineal de xq,..., x%, ya que

k
= Z AiXi
i=1

como (X;, X;) = 0ij, tenemos

i = (e, xi) = Z¢

geG
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¢s(g) = 1 si g es conjugado de g5, y ¢s(g) = 0 en cualquier otro caso; asi que hay |G|/|Ca(gs)|
elementos de G' conjugados de g5 por el teorema 3.4.1.

Asi que
X: gs
5= i 2 vl = 13 (< )>r
gEG G\Ys
Por lo tanto

= Us(gr) = Zszgr ZXlgTX’ g:)

‘CG gs

Veamos todo lo tratado hasta ahora con un ejemplo:

Ejemplo 4.1.1 Consideremos el grupo simétrico Ss. Las clases de conjugacion son {1}, {(12), (13), (23)},
y {(123),(132)}, con lo que existen 3 caracteres irreducibles x1, X2, X3. Con GAP lo hariamos
como sigue:

# Creamos el grupo simetrico s3

gap> s3:=SymmetricGroup(IsPermGroup, 3);

Sym( [ 1 ..37)

# Calculamos sus clases de conjugacion

gap> cc:=ConjugacyClasses(s3);

[ O~G, (1,2)°G, (1,2,3)°G ]

# Vemos que tiene 3 clases de conjugacion, procedemos a analizarlas
gap> Elements(cc[1]);

L O]

gap> Elements(cc[2]);

[ (2,3), (1,2), (1,3) 1]

gap> Elements(cc[3]);

[ (1,2,3), (1,3,2) ]

# Como tiene 3 clases de conjugacion tendra 3 caracteres irreducibles, lo comprobamos
gap> cir:=Irr(s3);

[ Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 3 1)), [ 1, -1, 1 1),
Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 31 ) ), [ 2,0, -11),
Character( CharacterTable( Sym( [ 1 .. 3 1)), [ 1, 1, 1] )]

gap> Length(cir);

3

St consideramos la representacion

p2 0 S3 — St
asignando a cada permutacion en Sz su signo, obtenemos:
xi(l)=1 xi1(12) =1 x1(123) =1
xa(l) =1 x2(12) = =1 x2(123) =1
x3(1) = n3 x3(12) x3(123)
Como 6 = |S3| = 1+ 1 + n3, se tiene nz = 2. La ortogonalidad de las dos primeras columnas

mmplica
1-141-(=1)+2-x3(12) =0

de lo que x3(12) = 0. Mientras, la ortogonalidad de las columnas primera y tercera proporciona

1-1+41-142-x3(123) =0
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por lo que x3(123) = —1.

En conclusion tenemos:

xi)=1 xi(12)=1 x1(123) =1
xo(1) =1 x2(12) = =1 x»(123) =1
x3(1) =2 x3(12) =0  x3(123) = —1

en GAP seria como sigue:

# La tabla de caracteres del grupo s3 sera:
gap> ct:=CharacterTable(s3);
CharacterTable( Sym( [ 1 .. 31 ) )

gap> Display(ct);

CT1
2 1 1
3 1 1
la 2a 3a
2P 1a 1a 3a
3P 1a 2a 1la
X.1 1 -1 1
X.2 2 -
X.3 1 1 1

4.2. Subgrupos normales y elevacién de caracteres.

Si N es un subgrupo normal de el grupo finito G, y N # {1} el grupo cociente G/N es
menor que G. Los caracteres de G/N deberian ser mas sencillos de calcular que los caracteres de
G. De hecho, podemos usar los caracteres de G/N para conseguir algunos caracteres de G por
un procedimiento conocido como elevavcion. Los subgrupos normales nos ayudan a encontrar
caracteres de GG. En la direccidon opuesta, la tabla de caracteres de G nos permite encontrar los
subgrupos normales de G.

Los caracteres lineales de G se obtienen por elevacion de los caracteres irreducibles de G/N en
el caso en el que N es un subgrupo derivado de G. Los caracteres lineales pueden ser usados
para obtener nuevos caracteres irreducibles a partir de un caracter irreducible dado.

4.2.1. Elevacion de caracteres.
Comenzaremos por obtener un caracter de G a partir de un carécter de G/N.
Proposicion 4.2.1 Sea N <G, y sea X un cardcter de G/N. Definimos x : G — C por:
x(g) = x(Ng)
Entonces x es un cardcter de G, y x y X tienen el mismo grado.

Demostracion: Sea p : G/N — GL(n,C) una representacion de G/N con caracter x. La funcion
p: G — GL(n,C) dada por la composicion

g— Ng— p(Ng)
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es un homomorfismo de G en GL(n,C). Entonces p es una representacion de G. El caracter y
de p satisface

x(g) = tr(p(g)) = tr(p(Ng)) = X(Ng)
para todo g € G. Por lo tanto, x(1) = x(V), asi que x y X tienen el mismo grado. [

Definicion 4.2.1 Si N <G y x es un cardcter de G/N, el cardcter x de G definido como:

x(g9) = x(Ng)
se denomina elevacion de y a G.

Teorema 4.2.1 Sea N <« G. Si asociamos cada cardcter de G/N con su elevacion a G, obte-
nemos una correspondencia biyectiva entre el conjunto de caracteres de G/N y el conjunto de
caracteres x de G que satifacen N < Ker(x). Los caracteres irreducibles de G/N se correspon-
den con los caracteres irreducibles de G los cuales tienen a N en su nicleo.

Demostracion: Si Y es un caracter de G/N,y x es la elevacion de x a G, entonces x(N) = x(1).
Si k € N entonces

X(k) = X(Nk) = X(N) = x(1)
asi que N < Ker(y).
Sea x un caracter de G con N < Ker(x). Supongamos que p: G — GL(n,C) es una represen-
tacion de G con cardcter x. Si g1,go € Gy Ngi = Ngy entonces g9, € N, asi p(g195") = I,
v p(g1) = p(g2). Por lo tanto, podemos definir una funcion p: G/N — GL(n,C) como

p(Ng) = p(g)

Para todo g, h € G tenemos
P((Ng)(Nh)) = p(Ngh) = p(gh) = p(g)p(h)

= (6(Ng))(p(Nh))

asi que p es una representacion de G/N. Si x es el caracter de p entonces

X(Ng) = x(g)

Asf que x es la elevacion de y.

Hemos establecido que la funcion que envia cada caracter de G/N a su elevacion a G es una
biyeccion entre el conjunto de caracteres de G/N y el conjunto de caracteres de G el cual
tiene a N en su nicleo. Queda por mostrar que los caracteres irreducibles se corresponden
con caracteres irreducibles. Sea U un subespacio de C" y denotemos up(g) € U para todo
u € U, si, y solo si up(Ng) € U para todo u € U. Asi, U es un CG-submodulo de C” si, y
solo si U es un C(G/N)-submoédulo de C™. La representacion p es, por lo tanto, irreducible si, y
solo si, la representacion p es irreducible. Asi que x es irreducible si, y solo si, x es irreducible. I

Si conocemos la tabla de caracteres de G/N para algun subgrupo normal N de G el ante-
rior teorema nos habilita para encontrar tantos caracteres irreducibles de G como caracteres
irreducibles hay en G/N.

Ejemplo 4.2.1 Sea G = S, y N = {1,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} lo que hace que
N < G. Si ponemos a = N(1,2,3) y b = N(1,2), enlonces tenemos que G/N = {(a,b) y a® =
b = N,b~tab=a?, asi que G/N = D.

La tabla de caracteres de G/N es:
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| [N[N(@1,2) | N(1,23) ]
xi|1] 1 1

Xe | 1] -1 1

Xs| 2] O -1

Cuadro 4.1: Tabla de caracteres de G/N.

Para calcular la elevacion x de un cardcter X de G/N tomamos en consideracidn que:

x((1,2)(3,4)) = x(N)

para cada (1,2)(3,4) € N, y
X((1727374)) = X(N(L?)))

para cada N(1,2,3,4) = N(1,3). Asi que las elevaciones de X1, X2, X3 SOT X1, X2, X35

(1] (12 (1,23) [ (1,2(34) | (1,2,34) |
xi|1] 1 1 1 1
xo | 1| -1 1 1 -1
xs| 2| 0 -1 2 0

Cuadro 4.2: Tabla de elevacion de caracteres de G/N.

X1, X2, X3 son caracteres irreducibles de G, cada X1,X2,X3 Son caracteres irreducibles de

G/N.

4.2.2. Subgrupos normales y caracteres.

La tabla de caracteres contiene informacion sobre la estructura de un grupo, veremos como
encontrar todos los subgrupos normales de G conocida la tabla de caracteres de G. Es muy
sencillo localizar el niicleo de un caracter irreducible x partiendo de la tabla de caracteres ya
que

Ker(x) ={g € G: x(g9) = x(1)}

Ademas Ker(x) < G. Recordar, también, que la interseccion de los nucleos de los caracteres
irreducibles es, también, un subgrupo normal.

Proposicion 4.2.2 Si N <G entonces existen caracteres irreducibles x1, ..., xs de G tales que

N = ﬂ Ker(x;)

i=1

Demostracion: Si g pertenece a el niicleo de cada caracter irreducible de G, entonces x(g) = x(1)
para todo los carcateres y, asi g = 1 por la proposicion 3.5.1. Por lo tanto, la interseccion de
los nucleos de todos los caracteres irreducibles de G es {1}.

Sean X1, ... Xs caracteres irreducibles de G/N, por la observacion anterior

M Ker(z) ={N)
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Para 1 < i < s, sea x; la elevacion a G de x;, si g € Ker(x;) entonces
Xi(NV) = xi(1) = xi(9) = Xi(Ng)

asi que Ng € Ker(x;). Por lo tanto, si g € NKer(y;) entonces Ng € NKer(x;) = {N}, asi que
g € N y tenemos

N = ﬂ Ker(x:)

i=1

Es particularmente facil distinguir de la tabla de caracteres de G si G es simple o no.

Proposicion 4.2.3 El grupo G no es simple si, y solo si, para algun cardcter irreducible x de
G existe g € G con

Demostracion: Supongamos que existe un caracter irreducible no trivial y tal que x(g) = x(1)
para algin elemento g diferente del elemento identidad. Entonces g € Ker(x), asi que Ker(x) #
{1}. Si p es una representacion de G con caracter x, entonces Ker(x) = Ker(p). Ya que x no
es trivial y es irreducible, Ker(p) # G; por lo tanto Ker(x) # G. Asi Ker(x) es un subgrupo
normal de G distinto de {1} y, por lo tanto, G no es simple.

En el sentido contrario, supongamos que G no es simple, por lo que existe un subgrupo normal
N de G tal que N # {1} y N # G. Por la proposicion 4.4.2 hay un caracter irreducibe x
de G tal que Ker(x) # {1} o Ker(x) # G. Como Ker(x) # G, x no es trivial; y tomando
1 # g € Ker(x), tenemos que x(g) = x(1). [

4.2.3. Caracteres lineales.

Un caréacter lineal de un grupo es un caracter de grado 1. Vamos a ver como encontrar todos
los caracteres lineales de un grupo G, yva que el primer paso en la contruccion de la tabla de
caracteres suele ser anotar los caracteres lineales.

Como paso preliminar, es necesario definir el concepto de subgrupo derivado de G.

Definicion 4.2.2 Sea G' un subgrupo de G generado por todos los elementos de la forma
g 'hlgh
para g, h € G. Entonces G' es el subgrupo derivado de G.

Por sencillez abreviaremos g~ 'h~'gh como [g, h]. Asi

G'={([g,h]: g,h € G)

Ejemplo 4.2.2 Veamos como calcular el subgrupo derivado del grupo simétrico Ss utilizando

el software GAP:

gap> # Creamos el grupo S3 y vemos sus elementos
gap> S3:=SymmetricGroup(3);

Sym( [ 1 ..31)

gap> Elements(S3);

[ O, (2,3), (1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3) ]
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gap> # Calculamos ahora el subgrupo derivado de S3 y mostramos
gap> # los elementos que lo forman

gap> de:=DerivedSubgroup(S3);

Alt( [ 1 ..31)

gap> Elements(de);

[ O, 1,2,3), (1,3,2) ]

gap> # En este caso vemos que el subgrupo derivado

gap> # de el grupo simetrico S3, es el grupo alterno A3
gap> # vamos a comprobarlo

gap> A3:=AlternatingGroup(3);

Alt( [ 1 ..31)

gap> A3=de;

true

Vamos a mostrar que G’ < G y los caracteres lineales de GG son las elevaciones a G’ de los
caracteres irreducibles de G/G’. Comencemos para ello con la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.4 Si x es un cardcter lineal de G, entonces G' < Ker(x).

Demostracion: Sea x un caracter lineal de GG. Entonces x es un homomorfismo entre G y el
grupo multiplicativo de los nimeros complejos diferentes a cero. Por lo tanto, par todo g, h € G,

x(g~'h7 gh) = x(9)"'x(h)"'x(g)x(h) =1

Por lo que G’ < Ker(x). [

Ahora pasaremos a ver algunas propiedades de los subgrupos derivados.
Proposicion 4.2.5 Sea N <G. Entonces:

1. G'«G@.

2. G' < N si y solo si G/N es abeliano. En particular G/G' es abeliano.
Demostracion: (1) Sea a,b,x € G, tenemos

v (ab)r = (27 az)(x ' bx)

y
v la e = (27 ax) L

G’ esta formado por elementos de la forma [g, h] y sus inversos. Por lo tanto, para probar que
G’ <@ es suficiente con probar que z7![g, h]z € G’ para todo g, h,x € G. Pero

v g, hlz = 2 g h Tgha
= (z7 gx) " (@™ ha) (27 g) (¢ har)
[z gz, 2 ha]
Por lo tanto, G' < G.

(2) Sea g, h € G. Tenemos

ghg 'h ' € N & Ngh = Nhg < (Ng)(Nh) = (Nh)(Ng)
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Asi pues, G’ < N si, y solo si G/N es abeliano. Ya que hemos probado que G’ < G deducimos
que G /G’ es abeliano. [

De esta proposicion se deduce que G’ es el subgrupo normal mas pequeno con factores abelia-
nos.

Dado el subgrupo derivado G’, podemos obtener los caracteres lineales de G aplicando el si-
guiente teorema:

Teorema 4.2.2 Los caracteres lineales de G son las elevaciones a G de los caracteres irredu-
cibles de G/G'. En particular, el nimero de caracteres lineales distintos de G es igual a |G /G|
y divide a |G)|.

Demostracion: Sea m = |G/G'|. Como G/G" es abeliano sabemos que G/G’ tiene, exactamente,
m caracteres irreducibles X1, ... Xm, todos de grado 1, que son, precisamente, por el teorema
4.4.1, los caracteres irreducibles x de G, tales que G’ < Ker(x). Segin lo visto en la anterior
proposicion los caracteres xi,... X, son, por lo tanto, caracteres lineales de G. [ |

Proposicion 4.2.6 Supongamos que x es un cardcter de G y X es un cardcter lineal de G. Fl
producto x*, definido como

es un cardcter de G.

Demostracion: Sea p : G — GL(n,C una representaion con caracter y. Definimos p\ : G —
GL(n,C como

g(pA) = A(9)(gp)

Asi que g(pA es la matriz p(g) multiplicada por el nimero complejo A(g).

Ya que p y A son homomorfismos se deduce facilmente que pA es un homomorfismo. La matriz
g(p tiene traza A(g)tr(gp), que es A(g)x(g). Por lo tanto p\ es una representacion de G' con
caracter x> |
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